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Resume 

L’homomorphisme de classes etudie la structure galoisienne de torseurs - sous 
un schema en groupes fini et plat - obtenus grace au cobord d’une suite exacte. 
Son introduction est due a Martin Taylor (la suite exacte etant une isogenie entre 
schemas abeliens). Nous commengons par enoncer quelques proprietes generates de 
cet homomorphisme, puis nous poursuivons son etude dans le cas ou la suite exacte 
est donnee par la multiplication par n sur une extension d’un schema abelien par 
un tore. 


Abstract 

The class-invariant homomorphism allows one to measure the Galois module 
structure of torsors—under a finite flat group scheme—which lie in the image of 
a coboundary map associated to an exact sequence. It has been introduced first 
by Martin Taylor (the exact sequence being given by an isogeny between abelian 
schemes). We begin by giving general properties of this homomorphism, then we 
pursue its study in the case when the exact sequence is given by the multiplication 
by n on an extension of an abelian scheme by a torus. 


1 Introduction 

Soit F/K une extension galoisienne de corps de nombres, et soit T son groupe de 
Galois. L’actiou de T sur F donne naissance a une structure de V[r]-rnodule sur F. Le 
theoreme de la base normale affirme que F est libre de rang 1 en tant Lf[r] -module. 

Soit a present Op (resp. Op) l’anneau des entiers de K (resp. F). On constate que T 
agit encore sur Op, ce qui munit ce dernier d’une structure de G A -[r]-module. L’etude de 
cette structure a ete initiee par D. Hilbert dans son Zahlbericht EH. 

Le critere de Noether affirme que Op est un CV-(T]-module projectif (de type fini) si 
et seulcment si l’extension F/K est moderement ramifiee. Dans ce cas, on peut etudier la 
classe de Op dans le groupe des classes localement fibres Cl(CV[r]) ( ce dernier, que l’on 
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note egalement K 0 (C ) ft'[r]), est par definition le noyau du morphisme K 0 (Ga[ r]) —> Z qui 
a la classe d’un module associe son rang local). La conjecture de Frohlich, montree par 
Taylor [T81] . est le point culminant de cette theorie. 

Par contre, lorsque l’extension est sauvagement ramihee, la situation est moins claire 
(voir [Frl Appendix, C]). Une approche alternative au probleme initial consiste a remplacer 
Ok[ r] par une certaine algebre de Hopf. 

On suppose a present que Y est commutatif. Alors l’ensemble des classes d’isomorphie 
de A'-algebres galoisiennes de groupe Y forme un groupe, qui n’est autre que le groupe de 
cohomologie (galoisienne, etale ou fppf, selon les preferences du lecteur) H l (K, T). 

Soit Tt un O^-ordre de Hopf dans A'[T], c’est-a-dire que Tt est une O^-algebre de 
Hopf, projective de type fini en tant que (O^-module, telle que Tt®o K K — ^"[r]. Comrne 
precedemment, l’ensemble des classes d’isomorphie de TAextensions galoisiennes forme 
un groupe, qui s’identifie au groupe de cohomologie fppf A 1 (Spec(C ) A'); Spec (?£*)), ou Tt* 
est 1’algebre de Hopf duale de Tt. En outre, la fleche naturelle de restriction a la fibre 
generique 

resA : i/ 1 (Spec(C> A -), Spec(iA*)) -* if 1 (AT, T) 

est injective. Ainsi, si 1’on choisit Tt de telle sorte que la classe de F soit dans l’image 
de resA, on obtient un unique 0A-ordre J\f dans F qui est muni d’une structure de Tt- 
extension galoisienne. En particulier, A f est muni d’une action de Tt. On constate que J\f 
est TAlocalement libre de rang 1, done definit une classe (A/") dans le groupe Cl {Tt). On 
montre alors que l’application 

7 r 0 : H\Spec(0 K ),Spec(Tt*)) —> Cl {Tt) 

M ^ (U)(Tt*)~ l 

est un morphisme de groupes. On dit que J\f admet une base normale si 7 t 0 (A f) = 0, ce 
qui revient a dire que A f et Tt* sont isomorphes en tant que A-modules. 

1.1 Structure galoisienne des torseurs 

Soit S un schema ncetherien, et soit G un S-schema en groupes commutatif, hni et 
plat. Nous noterons G D le dual de Cartier de G. 

Waterhouse a dehni dans [Wl Theorem 5] un morphisme de groupes 

7r : H\S,G) -> Pic(G D ) 

qui generalise l’homomorphisme 7r 0 dehni ci-dessus, le groupe de classes Cl (Tt) pouvant 
etre identihe au groupe de Picard Pic(Spec(?d)) (ceci est du au fait que la dimension de 
Krull de Ok, done de Tt, est egale a 1, voir [B-Ml Cor. 3.5]). Nous dirons que 7r mesure 
la structure galoisienne des G-torseurs. Ainsi un G-torseur a une structure galoisienne 
triviale, ou, de fagon equivalente, admet une base normale, si son image par tt est nulle. 
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Une fagon conceptucllc de definir n est la suivante. On deduit de la suite spectrale 
« locale-globale » pour les Ext [SGA 41 expose V, proposition 6.3, 3)] la suite exacte 

0 -> H\S,Rgm{G D , G m )) -► Ext 1 ^, G m ) -» Ext 1 fG g , G m )(5) -»• • ■ • 

oil G m designe le groupe multiplicatif sur S. Le faisceau Hom 5 (G D , G m ) est representable 
par G, et le faisceau Ext^G 15 , G m ) est nul d’apres [SGA 71 expose VIII, 3.3.1]. Par suite, 
on dispose d’un isomorphisme 

H\S,G) Ext^G^Gm). (1) 

On definit alors n comrne etant egal au compose de cet isomorphisme avec le morphisme 
naturcl Ext 1 (G D ,G m ) —> Pic(G D ). 

1.2 Probleme central 

Considerons une suite exacte de la forme 

0 -> N(f) -> F x — f -^ F 2 -> 0 (2) 

oil F\ et F 2 sont deux faisceaux abeliens pour la topologie fppf sur S, tels que le faisceau 
noyau N(f) soit represente par un S'-schema en groupes fini et plat. Grace au foncteur 
des sections globales, on en deduit un morphisme cobord 

S:F 2 (S) -* H\S,N(f )) 

et Ton souhaite etudier la structure galoisienne des torseurs ainsi obtenus. 

Plus formellement, on definit un homomorphisme "0/ conmie etant obtenu par com¬ 
position du cobord 6 et de hhomomorphisme 7r 

ip f :F 2 (S) Pic(Af(/) D ). 

On dit, pour reprendre l’appellation usuclle, que -0/ est hhomomorphisme de classes as- 
socie a la suite exacte ([2]). 

1.3 Presentation des resultats 

Dans la section 2 de cet article, nous enongons quelques proprietes fonctoriclles (com¬ 
port ement par changement de base, par produit, etc.) de i r et de ijjf. Ces proprietes, bien 
qu’elementaires, ne semblent pas etre apparues pour l’instant dans la litterature, c’est 
pourquoi nous les avons incluses ici. 

Ces preliminaires nous permettent, dans la section 3, d’etudier le noyau de l’homo- 
morphisme de classes associe a la suite exacte de Kummer (multiplication par un entier 
n > 0) dans une extension d’un schema abelien par un tore. 
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Les notations introduites ici seront en vigueur tout au long de cet article. Nous fixons, 
connne precedennnent, un schema noetherien S. Nous notons G m le groupe multiplicatif 
sur S. De plus, pour tout entier naturel n, nous notons pL n le schema en groupes des 
racines n-iemes de l’unite sur S. 

Dans toute la suite, nous adoptons la convention suivante : un revetement est un 
morphisme hni localement libre de rang constant. Si S' —> S est un revetement, nous 
noterons [S' : S'] son rang. 

Par definition, un S-tore est un S-schema en groupes qui est localement isomorphe, 
pour la topologie etale sur S, a une puissance de G m . On dit qu’un tore est deploye s’il 
est isomorphe a une puissance de G m . 

Si X est une extension d’un S-schema abelien par un S-tore, alors pour tout entier 
n > 0 la multiplication par n dans A" est un epimorphisme fppf, et son noyau est un 
S-schema en groupes hni et plat. Nous noterons ip* l’homomorphisme de classes associe. 

Nous commengons par etudier l’homomorphisme de classes associe a un S-tore. Nous 
montrons dans le paragraphe 13. II le resultat suivant. 

Theoreme 1.1. Soit T un S-tore. 

(■ i) Si T est deploye, alors ipp) est nul pour tout entier n. 

(ii) Supposons que S soit connexe normal, et soit S' —> S un revetement (etale) sur 
lequel T se deploye. Alors ipp) est nul pour tout entier n premier a [S' : S]. 

Clarihons la situation consideree dans (ii) : si S est normal, alors T est isotrivial 
d’apres SOA 3. expose X, theoreme 5.16], c’est-a-dire qu’il existe un morphisme etale hni 
S' —> S qui deploye T. Si en outre S est connexe, alors S' —> S est de rang constant, et 
par consequent est un revetement dans notre terminologie. 

Remarque 1.2. Dans le paragraphe 13.21 nous expliquons comment construire des suites 
exactes de la forme ([2]) ou F 1 et F 2 sont des tores, et telles que ipf ne soit pas nul. 
L’hypothese sur n dans le cas (ii) ci-dessus semble done etre necessaire. 

Puis nous etudions hhomomorphisme de classes associe a un S-schema abelien. On sait 
que, si E est une S-courbe elliptique et si n est premier a 6, alors s’annule sur les points 
de torsion. Ce resultat, conjecture par Taylor dans [T88| . a ete montre en premier par 
Taylor et Srivastav dans m, puis generalise par Agboola dans et enhn par Pappas 
dans [P]. Pour une interpretation arithmetique (resp. geometrique) de ce probleme, on 
pourra consulter jCN-T] (resp. m )• Dans le paragraphe 13.31 nous etendons ce resultat 
de la fagon suivante. 

Theoreme 1.3. Soit A un S-schema abelien. Supposons que I’une des conditions sui- 
vantes soit verifiee : 

(i) II existe une isogenie v : A —*• C de degre N, telle que C soit un produit de S-courbes 
elliptiques. 
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(ii) II existe un revetement S' —► S de rang N tel que A S ’ soit isomorphe a un produit 
de S'-courbes elliptiques. 

Alors les points de torsion de A(S) sont dans le noyau de pour tout entier n premier 
a 6N. 

Remarque 1.4. Signalons ici que, dans le cas de figure (ii), la conclusion du theoreme 
n’est plus vraie si Ton supprime l’hypothese que n est premier a 6 N. Plus precisement, on 
exhibe dans [ G3 , exemple 4.10] un schema abelien A de dimension 5, muni d’un point de 
5-torsion qui n’appartient pas au noyau de . De plus, A est obtenu connne restriction 
de Weil d’une courbe elliptiqne, et en tant que tel devient isomorphe a un produit de 
courbes elliptiques apres changement de base par un revetement de rang 5. 

Enfin, dans le paragraphe 13.41 nous considerons une extension d’un S-schema abelien 
par le groupe multiplicatif. 

Theoreme 1.5. Soient A un S-schema abelien, et V une extension de A par G m; dont 
nous noterons f : V —► A la projection naturelle. Supposons que I’une des conditions 
suivantes soit verifiee : 

(i) L ’entier n est premier a | Pic(5')| et V[n\ D (S) est de cardinal egal a son ordre. 

(ii) La classe de V dans le groupe Ext 1 (A, G m ) est un element d’ordre fini premier a n. 
Alors / -1 (ker(^)) = ker(-0^). 

La deuxieme assertion de ce theoreme se revele particulierement utile pour construire 
de nouveaux exemples d’annulation de hhomomorphisme de classes a partir d’une courbe 
clliptique, comme nous le montrons dans l’exemple qui suit. 

Exemple 1.6. Soit E une S-courbe elliptique, et soit t 6 E(S) un point de torsion d’ordre 
N. Alors t determine, en vertu de l’isomorphisme d’auto-dualite E(S) — Ext 1 (E,G m ), 
une extension V t de E par G m , dont nous noterons f t : V t —> E la projection naturelle. 
Soit n un entier premier a 6 N, on considere hhomomorphisme de classes 

ij n : V t (S) -. Pic (V t [n] D ). 

En combinant le theoreme 13.61 et le (ii) du theoreme 11.51 on obtient le resultat suivant : 

f t ~ 1 (E(S) T ors) C ker(^ n ). 

Le cas le plus interessant est quand on part d’un point de torsion x € E(S) d’ordre 
premier a N. Alors 1’image reciproque de x par f t est non vide (plus exactement est en 
bijection avec r(S', Gs) x ), et fournit une nouvellc famille de torseurs dont la structure 
galoisienne est triviale. 
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2 Proprieties fonctorielles 

Dans toute cette section, G designe un 5-schema en groupes commutatif, fini et plat, 
et G D designe son dual de Cartier. Nous noterons ord(G) 1’ordre de G, c’est-a-dire le rang 
du morphisme fini localement fibre G —> 5. 


2.1 Comportement par changement de base 

Soit h : S' —>■ 5 un revetement de rang [S' : S]. Si H' est un 5 , -schema en groupes 
affine, lc faisceau h*H' est representable par un 5-schema en groupes egalement affine, 
que Ton appelle la restriction de Weil de H', et que 1’on note Pour les details, 

voir [BLRl §7.6], 

Soit a present H un 5-schema en groupes affine commutatif. Soit 


Ns'/s : ®s>/s{H S ') - H 

le morphisme « trace » [SGA 41 expose XVII, 6.3.13]. Rappelons que la composee 

H -* &s>/s{H s 0 H 

est la multiplication par [5' : 5] dans le groupe H [ SGA 4l expose XVII, 6.3.15]. Supposons 
que H soit lisse sur 5, on dispose alors d’un isomorphisme 

H\S, ^s'/s(H S ')) ^ H^S'^Hs'). (3) 

En effet, les groupes H s > et /s(Hs') etant lisses, les deux H 1 sont les memes pour 
la topologie etale ou la topologie fppf. On se sert alors du fait que = 0 en 

topologie etale, le morphisme h etant fini (voir [SGA 4l expose VIII, 5.5 et 5.3]). 

Dans le cas ou H = G m , le morphisme « trace » 3?s'/s(G mj s?) —> G m donne ainsi 
naissance a un morphisme 

N SV s : Pic(5 / ) —> Pic(5) 

que nous appellcrons morphisme « norme ». Par abus de notation, pour tout 5-schema X 
nous designerons egalement par N s>/s '■ Pic^g/) —> Pic(X) le morphisme norme associe 
au revetement X$> —■> X. Pour une autre definition du morphisme norme, on pourra 
consulter [EGA II . §6.5]. 

Par fonctorialite du morphisme 7r, on constate la commutativite du diagramme 


H\S',G S ') Pic(Gf,) 

H\S,G) Pic(G 13 ) 


(4) 


ou les fleches verticales sont obtenues par changement de base. 

Signalons le resultat suivant, dont nous ne nous servirons pas dans la suite, mais qui 
presente un interet en lui-meme. 
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Lemme 2.1. Supposons que [5' : S] soit premier a Vordre de G. Alors la fleche de 
changement de base 

est injective. En d’autres termes, aucun G-torseur nest trivialise par un revetement de 
rang premier a Vordre de G. 

Demonstration. Nous avons une suite spectrale 

HP(S,R q h{G s ,)) => H p+q (S', G s >) 

dont on deduit une suite exacte 


0 — H \S, ®s'/s{G s >)) — H\S’, G S ') — H°(S, R^flGsfl). 

D’autre part, nous avons une fleche H 1 (S,G) —> H 1 (S, ^s'/s(Gs')) induite par l’applica- 
tion canonique G —> 3 %s'/s(Gs’)- Cette fleche est injective. En effet, la composee 

H\S,G) -> H 1 (S, $t S '/s(G S ')) -- H L (S,G) 

est egale a la multiplication par [S' : S] dans H 1 ^, G), laqucllc est un automorphisme de 
17 1 (5', G), puisque [S' : S'] est premier a l’ordre de G. 

Au final, le morphisme de changement de base if 1 (S', G) —> H 1 (S' ,Gsfl, qui s’ecrit 
comrne la composee des fleches 

H\S,G) -> H\S,$t s , /s {G s .)) -> H\S',G s 0 


est injectif. Ce qu’on voulait. □ 

Proposition 2.2. Soient Z E lf 1 (S', G) un G-torseur, et Zs< E if 1 (S', Gs>) le torseur 
obtenu par changement de base. 

(i) La relation tt'(Z S i) = 0 implique 7r(Z)^ s ' :S ^ = 0. 

(ii) Supposons que [S' : S] soit premier a Vordre de G. Alors tt(Z) est nul si et seulement 
si tt'(Zs') Vest. 

Demonstration, (i) Considerons le morphisme « nor me » 

N 575 : Pic(Gg) — Pic(G D ) 

et rappelons que, pour tout C E Pic(G D ), nous avons N s'/s(£-s') — Supposons a 

present que Z satisfasse 7r '(Zs>) = 0. Alors, par commutativite du diagramme (J4J) , nous 
avons 7 t(Z)s' = 0. Par suite, N g / /s (7r(Z) S /) = n(Zy s ' :S ^ = 0, ce qu’on voulait. 

(ii) La condition est necessaire par commutativite du diagramme Q3|) . Etablissons 
a present la suffisance. Le groupe H 1 (S,G ) etant tue par l’entier ord(G), nous avons 
7r(Z) ord(G) = 0. De plus, on sait que 7 t(Z)^ s ' :£ ^ = 0 d’apres le point (i). Les entiers [S' : S] 
et ord(G) etant premiers entre eux, il en resulte que 7r(Z) = 0, ce qu’on voulait. □ 
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Soit a present une suite exacte de la forme 


0 -> G -> F\ ——— * F'2 -» 0 

dans laquellc F\ et F 2 sont des faisceaux abelicns pour la topologie fppf sur S. Comme 
convenu dans le paragraphe 11.21 nous notons tpf : F 2 (S) —> Pic(G D ) l’homomorphisme de 
classes associe a cette suite. 

D’autre part, le foncteur h* est exact (considere en tant que foncteur de la categorie 
des faisceaux abelicns pour la topologie fppf sur S dans la categorie analogue sur S'). On 
deduit done de la suite precedente une suite exacte 

0 -> G s > -* h*F\ h*F 2 -* 0 

et l’on note -0^*/ : F 2 (S') —> Pic(Gg,) 1’homomorphisme associe a cette suite. 

Proposition 2.3. Soit x e F 2 (S), et soit x' G F 2 (S') la S’-section associee. 

(i) La relation = 0 implique 'i/jf(xy s ' :S ^ = 0. 

(ii) Supposons que [S" : S] soit premier a Vordre de G. Alors'i/jf(x ) est nul si et seulement 
si^h*f{;x') Lest. 

Demonstration. Le diagramme suivant est commutatif 

F 2 (S') h\s’,g S ') 

F 2 (S) —^ H\S,G) 

oil 5 (resp. S') designe le cobord associe a la suite exacte de depart (resp. a la suite 
exacte obtenue par changement de base), et ou les fleches verticales sont obtenues par 
changement de base. La proposition 12.21 permet d’en deduire le result at. □ 

2.2 Comportement fonctoriel 

Considerons un diagramme commutatif a lignes exactes de la forme 



' P 


f ' F 

^ iV O ) 


i 

> r 2 


^1 


P2 

♦ N(g) - 

—> Hi 

* 


oil F \, F 2 , Hi et H 2 sont des faisceaux abelicns pour la topologie fppf sur S. Alors la fleche 
U\ induit une fleche u 0 : N(f ) —> N(g). Supposons que N(f) et N(g) soient representes 
par des schemas en groupes hnis et plats sur S. On peut alors enoncer la proposition 
suivante. 


























Proposition 2.4. Soit v® : N(g) D —> N(f) D la fleche deduite de u 0 par dualite de 
Cartier. Alors le diagramme 


F 2 {S) Pic (N(f) D ) 


H 2 (S ) 


V’s 

-> 


Pic(iV(^) D ) 


est commutatif. 

Demonstration. Tout d’abord, lc diagramme suivant (obtenu par passage a la cohomologie 
dans les deux suites exactes de depart) 


, Fl ( S ) -U F 2 (S) H\S,N(f )) 


V\ 

V2 




< 


est commutatif. De plus, le diagramme 


ff‘(S,iV(/))~Ext I (iV(/) D ,G m ) 

Co)* 

H\S,N(g)) ^ Ext 1 (N(g) D ,G m ) 


Pic (N(f) D ) 

a?r 

^ Pic (N(g) D ) 


est egalement commutatif. D’ou le resultat. 

Proposition 2.5. Supposons que u 0 : N(f) —> N(g) soit un isomorphisme. Alors 

ker (i/) f ) = z/ 2 _1 (ker(^ g )). 


□ 


Demonstration. Soit x G F 2 (S). Nous allons montrer que ^ g {y 2 {;x)) est nul si et seulement 
si ^f(x) Test. D’apres la proposition 12.41 la condition ij} g {y 2 {x)) = 0 equivaut a la condition 
Dj (V ; /( x )) = 0. Le morphisme u 0 etant un isomorphisme, on en deduit que Uq en est 
egalement un, done la condition precedente se recrit if)f(x) = 0, ce qu’on voulait. □ 


2.3 Comportement par produit 

Considerons deux suites exactes 

0 -> N(f) -* F\ — f -^ F 2 -* 0 

et 

0 -> N(g) -> Hi — 9 -^ H 2 -> 0 
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ou F\ , F 2 , H i et i /2 sont des faisceaux abeliens pour la topologie fppf sur S. On suppose 
que N(f) et N(g) sont represented par des schemas en groupes finis et plats sur S. 

Soit tpf (resp. ipg) 1 horriornorphisrne associe a la premiere (resp. deuxieme) suite, et 
soit ipfxg Fhomomorphisme associe a la suite produit 

0 -* N(f) x s N(g) -* F x x s H x F 2 x s H 2 -* 0. 

Nous avons alors la propriete suivante : 

Proposition 2.6. Avec les notations precedentes, on a I’egalite 

ker ipfxg = ker x ker^. 

Demonstration. Considerons le diagramme (commutatif) suivant 

H\S,N(f)) x H\S,N(g )) Pic (N(f) D ) x Pic (N(g) D ) 

H\S, N (/) x s N(g)) -^4 Pic (N(f) D x s N(g) D ) 

dans lequel la fleche de gauche est un isomorphisme, que l’on obtient en composant les 
isomorphismes qui suivent 

H\S,N(f)) x H\S,N(g )) ~ Ext\N(f) D , G m ) x Ext\N(g) D , G m ) 

-Ext \N(f) D x s N(g) D ,G m ) 

~H\S,N(f) x s N(g)). 

II suffit de montrer que, sous cet isomorphisme, ker7T/ x ker7r g s’identifie a ker7T/ xs . 
L’inclusion ker7T/ x ker7r 9 C ker 7 Tf Xg est immediate au vu du diagramme qui precede. 
D’autre part, la fleche de droite dans lc susdit diagramme se decrit explicitement de la 
fagon suivante 

Pic (N(f) D ) x Pic (N(g) D ) — Pic(lV(/) D x s N(g) D ) 

(C U C 2 ) 1 —* prl{Ci) + pr 2 {C 2 ) 

ou pr i et pr 2 sont les projections canoniques du produit N(f) D x$ N(g) D sur ses deux 
facteurs. Mats N(f) D et N(g) D sont des S'-schemas en groupes; grace a leurs sections 
neutres on obtient respectivement des sections si et s 2 de pr i et pr 2 . II est alors clair 
que l’application (s^Sg) constitue une section du morphisme ci-dessus, lequel est done 
injectif. On en deduit aisement l’inclusion ker7T/ X9 C ker 7r/ x ker7r 9 , d’ou le resultat. □ 
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2.4 Comportement sur certaines suites exactes 

Si G est un S'-schema en groupes fini et plat, nous notons RPic(G D ) l’image de l’ho- 
momorphisme de Waterhouse; on dispose d’une suite exacte 

0 -> Ext^(G D ,G m ) -> H\S,G) —^ RPic(G D ) -> 0 (5) 

ou Extp(G D , G m ) est le groupe des extensions de G D par G m dans la categorie des 
prefaisceaux sur S. On appellc usuellement RPic(G D ) le groupe des classes realisables. 
Nous renvoyons a Agboola ra pour de plus amples details sur cette suite exacte. 

On considere a present une suite exacte de ^'-schemas en groupes fini et plats pour la 
topologie fppf sur S 


0 -> G 0 -> G i -> G 2 -> 0 


( 6 ) 


et l’on note respectivement 7r 0 , et i r 2 les homomorphismes de Waterhouse associes aux 
groupes Go, G\ et G 2 . 

Lemme 2.7. Supposons que la suite (obtenue a partir de fB) par dualite de Cartier) 

0 -> Gf -> Gf -> Gq -> 0 (7) 


soit une suite exacte dans la categorie des prefaisceaux sur S. Alors on dispose d’une suite 
exacte 

0 -* RPic(G^) -> RPic(Gf) -* RPic(Gf) 

dans la categorie des groupes abeliens. 

Demonstration. La suite (J5]) est fonctorielle en G, de sorte que nous pouvons deduire de 
la suite exacte (E|) un diagramme commutatif : 


0 —> Hom(Gf,G m ) —> G 2 (S) 

0 —■> Extp(G^, G m ) -* H\S,G 0 ) 

0—■> Extp(Gf, G m ) -* H\S,G i) 

0 —> Extp(G^, G m ) -> H\S,G 2 ) 


-* 0 

RPic(G^) —* 0 
RPic(Gf) —* 0 
RPic(G^) —> 0 


dans lequel les trois dernieres lignes sont des suites exactes deduites de (|5|). La colonne du 
milieu est exacte, par passage a la cohomologie dans la suite De plus, l’exactitude de la 
suite ([TJ) dans la categorie des prefaisceaux implique h exactitude de la colonne de gauche. 
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Nous modifions a present ce diagramme en supprimant la premiere ligne et en remplagant 
respectivement dans la deuxieme ligne les deux premiers termes par les conoyaux des 
fleclies Hom(Gf*, G m ) —> Extp(G,f, G m ) et G 2 (S) —> Go). Dans le diagramme ainsi 

obtenu, les lignes, ainsi que les deux premieres colonnes, sont exactes. D’apres le lemme 
des neuf applique a ce nouveau diagramme, la troisieme colonne, qui n’a pas ete alteree 
par les modifications effectuees, est une suite exacte. Ce qu’on voulait. □ 

Remarque 2.8. Si les facteurs de composition des fibres de G au-dessus des points de S de 
caracteristique residuelle 2 ne contiennent pas de facteur a 2 , alors d’apres [A31 Theorem 
1.2] nous avons 

RPic(G D ) = Hom(G D , H\~, G m )), 

egalite dans laquelle H l (— , G m ) est considere en tant que foncteur en groupes abcliens, 
ou prefaisceau. Si Ton suppose que G 0 , G\ et G 2 satisfont aux susdites hypotheses, alors 
notre lemme decoule de ce resultat en appliquant le foncteur Hom(—, H l (— , G m )) a la 
suite exacte ([7]) dans la categorie des prefaisceaux. 

D’autre part, le prefaisceau H l (— , G m ) n’est pas un faisceau pour la topologie fppf. 11 
n’y a done aucune raison pour que RPic soit exact a gauche en general. 

3 Applications a l’etude du noyau 

3.1 Tores : groupe multiplicatif et consequences 

Soit n > 0 un entier naturel fixe. Nous avons une suite exacte de faisceaux abeliens 
(pour la topologie fppf sur S) 

0 -> /x n - * G m —> G m -> 0. 

Soit d le cobord associe. On obtient, par application du foncteur des sections globales, 
une suite exacte 


-> G m (S) H\S,ii n ) ^(S,G m )[n]^0. 

On montre aisement le resultat suivant : 

Proposition 3.1. Soit tt le morphisme de Waterhouse pour le groupe /i n . Alors, avec les 
notations precedentes, Irn d = ker7r. 

Demonstration. On peut donner une description explicite de H^S, p n ) (voir [Mi80[ page 
125]). Plus precisement, H l (S,p, n ) s’identifie a hensemble des (classes d’isomorphie de) 
couples (£, a), ou C est un G m -torseur sur S, et a : £ 0n —> Os est un isomorphisme. Avec 
cette description, d est l’application qui a un element a G G m (S') = T(S', Os) x associe 
le couple (Os, a), ou a : Og n ~ Os —> Os est la multiplication par a. De plus, s est 
1’application qui au couple (£, a) associe C G Pic(S'). 
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Soit J\4(£,a) la 0 5 -algebre dont le spectre est le /r n -torseur correspondant au couple 
(£,cr). En tant que Gs-module, on peut decrire M(£,a) de la fagon suivante 

M(£, a) =©’!- o 1 £ 0fe 

oil Ton a pose £®° = Os par convention. La loi de multiplication de M(£, cr) est induite 
par le produit tensoriel et par l’application a. 

Soit a present C n un groupe (abstrait) cyclique d’ordre n, de generateur g et d’element 
neutre e. Alors est le spectre de Palgebre de groupe Os[C n ]. L’action de g n sur le 
torseur (£, cr) correspond a une coaction de Os[C n \ sur A4(£,a), que Lon peut decrire 
explicitement de la fagon suivante : 

. o s [oj ® 0s 

(so,Si,... ,s„_i) I—* (e® So,9® « 1 , ■ • ■ ,g nl ® 

Soit Os[C n ]* l’algebre duale de C>s[C n ], dont le spectre est le A-schema en groupes constant 
(Z /nL)s- Alors l’action de C>s[C n ]* sur J\4(£,a) induite par la coaction qui precede est 
tout simplement la multiplication composante par composante. En d’autres termes, pour 
tout / G Os[C n ]* et pour tout (s 0 , Si,..., s n _i) G M(£, cr), 

/ ■ (s 0 , si,..., s n _i) = (f(e)s 0 , f(g)s i,..., /(^ n_1 )s n _i). 

On peut en deduire que le morphisme de Waterhouse 

7T : H\S,n n ) —> Pic((Z/nZ) s ) ~ Pic(,S) n 

est Papplication qui a {£,&) associe le n-uplet (Os, £, £® 2 , ■ ■ ■, £®( n-1 )) dans le groupe 
Pic(S') n . II est done clair que 7r((£, cr)) = 0 si et seulement si £ est nul dans Pic(S'), d’oii 
le resultat. □ 

Remarque 3.2. Les morphismes 7r et s ayant meme noyau (a savoir Imd), leurs images 
RPic((Z/nZ) 5 ) et Pic(<S')[n] sont isomorphes. 

Demonstration du theorem, e \l . 1\ (*) La proposition 13.11 implique que Phomomorphisme 
de classes associe a la multiplication par n dans G m est nul. Le meme resultat est done 
egalement valable pour n’importe quelle puissance de G m , en vertu de la proposition 12.61 
(ii) II suffit de combiner le (?) et la proposition 12.31 □ 

Remarque 3.3. Supposons que n soit iuversible sur S, et que Os(S) contienne une racine 
primitive n-ierne de l’unite. Alors g n est isomorphe, en tant que S'-schema en groupes, au 
schema en groupes constant (Z/nZ)^. Ainsi la proposition 6.5 de jGrl chap. 0] decoule de 
notre proposition 13.11 
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3.2 Tores : contre-exemples en dimension superieure 

Nous donnons a present un procede de construction de suites exactes de la forme (J2J) 
oil F\ et F 2 sont des tores, et telles que -0/ so it non nul. Ce processus a ete adapte au cas 
des varietes abeliennes dans m- 

Soient K un corps de nombres et Ok l’anneau des entiers de K. Dans ce paragraphe, 
notre schema de base sera S = Spec ((9^). 

Proposition 3.4. Soit n > 0 un entier. Alors il existe un S-tore T et une suite exacte 

0 -> fi n -■> T —-—» Q -* 0 (8) 

tels que le cobord qui s’en deduit 

S:Q(S) -* H\S,/i n ) 

soit surjectif. Par suite, I’image de I’homomorphisme de classes ijjf correspondant est le 
groupe RPic((Z/nZ),s) = Pic(5')[n] tout entier. 

Remarque 3.5. Ce resultat implique que l’homomorphisme de classes associe a une isogenie 
entre tores n’est pas nul en general. II suffit en effet de choisir K et n de telle maniere 
que n divise l’ordre de Pic(S'). 

Demonstration. Soit K' une extension finie de K , non ramifiee en toutes les places finies 
de K , et soit S' = Spec((9ft:') le spectre de l’anneau des entiers de K'. On suppose en 
outre que l’application naturelle induite par le changement de base h : S' S 

h* n : Pic(5')[n] -* Pic(5")[n] 

est nulle. Une telle extension K' existe d’apres la theorie du corps de classes (tout ideal 
de K se principalise dans le corps de classes de Hilbert de K , qui est une extension non 
ramifiee de K). 

Soit a present le schema T := $ts'/s (G Alors T est un A-tore car T est trivialise 

par le revetement etale S' —> S. D’autre part, nous avons un morphisme canonique 

Ci ■ G m -> T 

qui est une immersion fermee d’apres [BLR;. §7.6, p. 197], le groupe G m etant affine, done 
separe sur S. Ainsi, p n est un sous-schema en groupes de T. Soit Q le quotient (pour la 
topologie fppf) de T par p n (Q est egalement representable par un A-tore), de sorte que 
nous avons une suite exacte 

0 -> n n -> T —-—> Q -> 0. 
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Considerons a present le diagramme commutatif 


0 


fl n 


f^r, 


G r 


G, 


-> 0 


Cl 

C2 


- 


-> T 


Q 


+ o 


dans lequel l’application C 2 est dednite de c\ par passage au quotient. Par passage a la 
cohomologie, et en se servant du fait que le groupe if 1 (S', /x n ) est tue par n, nous obtenons 
un diagramme commutatif a lignes exactes 


G m (S') 

c 2 

Q(S) 


H\S,Hr 


H\S,ii r 


H\S , G m )[n] 
H\S,T)[n}. 


du 


D’autre part, le groupe G m etant lisse sur S, nous avons, grace a l’isomorphisme 
paragraphe l2.il une suite d’identifications 

H\S,T) = H\S,^ S ' /S ( G m , s 0) - H^S’tG^) = Pic(^), 

de sorte que le diagramme precedent se traduit par le diagramme suivant (a lignes exactes, 
comme son predecesseur) 


G m (S) 

C2 

Q(s) 






Pic(S')[n] 


Pic (S")[n] 


dans lequel la fleche de droite n’est autre que l’applicatiou h* n deduite du changement 
de base S' —> S. Or, par hypothese, cette application est nulle. On en deduit aussitot, 
par commutativite du carre droit du diagramme, que la fleche q est nulle, done que le 
morphisme 5 est surjectif, ce qu’on voulait. □ 

3.3 Varietes abeliennes : courbes elliptiques et consequences 

Nous renvoyons le lecteur a l’article de Pappas [P] pour une demonstration du resultat 
suivant. 

Theoreme 3.6. Supposons que E soit une S-courbe elliptique et que n soit un entier 
premier a 6. Alors les points de torsion de E{S) sont dans le noyau de ^. 


Comme nous l’avons souligne dans l’iutroduction, le theoreme 1 1.3 1 est une consequence 
immediate de ce resultat. 
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Demonstration du theoreme 1 1. M (*) Soit ipp) Fhomomorphisme de classes associe a la mul¬ 
tiplication par n dans C. Sachant que C est un produit de courbes elliptiques et que n est 
premier a 6, on deduit aisement du theoreme 13.61 avec l’aide de la proposition 12.61 que 
ip% s’annule sur les points de torsion de C(S), autrement dit C(S)t otb Q ker(^). Comme 
l’image par v d’un point de torsion est un point de torsion, on en deduit que 

z/(A(S , ) To rs) C ker(^). 

D’autre part, n etant premier a N, Fhomomorphisme u 0 : A[n] —> C[n] obtenu par 
restriction de v est un isomorphisme. D’apres la proposition 12.51 nous avons done 

ker(^n) = ^ _1 (ker(^)) 

ce qui, combine a Finclusion precedente, permet de conclure. {%%) II suffit d’appliquer la 
proposition 12.31 combinee au theoreme 13.61 □ 


3.4 Extensions de varietes abeliennes par le groupe multiplicatif 

Soient A un S'-schema abelien et n > 0 un entier naturel. Considerons une extension 


0 


G„ 


V 


f 


A 


-> 0 


de A par G m . Par des arguments standards on en deduit une suite exacte 
0 -> n n -> E[n] -> A[n] - * 0. 


(9) 


Nous noterons (resp. ip^) Fhomomorphisme de classes associe a la multiplication 
par n dans V (resp. A). En vertu de la proposition 12.41 nous obtenons un diagramme 
commutatif 


V(S) 
f 

MS) 


RPic(E[n] D ) 


RPic(4[n] D ). 


( 10 ) 


Une question naturelle se pose alors : quellcs relations peut-on donner entre le noyau de 
Mi et celui de ippp ? Le theoreme 11.51 const it ue un premier resultat dans cette direction. 

Lemme 3.7. On suppose que V[n\ D (S ) est de cardinal egal a I’ordre de V[n] D . Alors la 
suite (deduite de ® par dualite de Cartier) 


0 


A[ 


n 


D 


V[ 


n 


\D 


(Z/nZ)< 


-> 0 


( 11 ) 


est exacte dans la categorie des prefaisceaux abeliens sur S. 
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Demonstration. Pour montrer cela, il faut montrer que V[n] D est trivial en tant que A[n] D - 
torseur sur (Z/nZ)s ■ Comrne (Z/nZ)s est isomorphe (en tant que schema) a la reunion 
disjointe de n copies de S, V[n] D est egal a la reunion disjointe de n A[n] D -torseurs sur 
S. De plus, chacun de ces torseurs admet une section sur S (car V[n] D admet autant de 
sections sur S que son ordre). Done chacun de ces torseurs est trivial, d’oii le resultat. □ 

Demonstration du theoreme \1.5[ (i) D’apres le lemme [3771 la suite (fill) est exacte dans 
la categorie des prefaisceaux abeliens sur S. D’apres le lemme 12.71 on obtient une suite 
exacte 

0 —> RPic((Z/nZ) s ) -* RPic(V>p) -> RPic(Ap] D ). 

Or on sait que le premier terme de cette suite est isomorphe a Pic(S')[n], done est nul 
d’apres les hypotheses. Autrement dit, la fleche de droite dans le diagramme (TTOl) est 
injective. Le resultat en decoule aisement. 

(ii) Soit N l’ordre de la classe de V dans Ext 1 (A, G m ). On sait que la multiplication 
par N dans le groupe Ext 1 (A, G m ) est induite par la multiplication par N dans G m . Done, 
si l’on note NV l’extension representee par la suite du bas, 


0 -» G m 

[N] 

0 -■» G m 


^ V A 

+ NV —^ A 


0 

0 


laquclle est obtenue par push-out de la suite du haut, alors la classe de NV est isomorphe 
a la classe triviale, en particulier NV ~ G m A en tant que faisceaux. Soit 
l’homomorphisme de classes associe a la multiplication par n dans NV. La proposition 
12.61 et lc theoreme 11.11 permettent alors d’en deduire que ker('0, J ) / ' / ) = g~ l { ker(^)). 

Nous obtenons d’autre part, en appliquant le lemme du serpent au diagramme precedent, 
une suite exacte 

0 -> /a N -> V — NV -> 0. 

De plus, les entiers n et N etant premiers entre eux, le morphisme 0 induit un isomor- 
phisme 0o : D[?r] —> NV[n\. La proposition 12.51 affirme alors que 


k er(^) = 0 1 (ker('0,^ v )) 


done, en vertu de ce qui precede, 

ker(0^) = 0 _1 (c/~ 1 ( ker(0^))) = / _1 (ker(^)) 


ce qu’on voulait demontrer. 


□ 
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